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概要
各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込み (M, g) → (B, j) が与えられたとき, 標準的変
分と呼ばれるM 上のリーマン計量の 1 パラメータ族 (gt)t>0 を考える. ラプラス・ベルトラミ
作用素 ∆M

gt の最小正固有値を λ1(gt), (M, gt) の体積を Vol(M, gt) とする. 1982 年, Bérard-

Bergeryと Bourguignon は t → 0としたとき, スケール不変な量 λ1(gt)Vol(M, gt)
2/dimM が

0 に収束することを示した. 本講演では, リッチ曲率に関するある仮定の下で, t → ∞ のとき
λ1(gt)Vol(M, gt)

2/dimM が発散することについて述べる. 本小論はプレプリント [9]に基づく.

1 導入
1.1 設定
まず, 本小論における設定を述べる. M は連結かつ閉な（つまり, コンパクトで境界がない)n次元

多様体とする. M 上にリーマン計量 g が与えられたとき, (M, g)を（連結かつ閉な）リーマン多様
体という. (M, g)に対し, その体積 Vol(M, g)が定まる. (いまM はコンパクトなので体積は有限の
値である.) ユークリッド空間における通常のラプラシアンの一般化として, リーマン多様体 (M, g)

上にはラプラス・ベルトラミ作用素（あるいは単にラプラシアン）∆M
g が定まる. ただし, ここでラプ

ラシアンの符号はラプラシアンが正値作用素になるように符号を定める. 例えば, Rにおける（ユー
クリッド計量に関する）ラプラシアンは ∆ = − d2

dt2 となる. ∆M
g f = λf をみたす（C∞ 級）関数 f

を固有関数, λを固有値という. I を C∞(M)上の恒等写像とする. Eλ := Ker(∆M
g − λI)を λに対

応する固有関数空間といい, その次元を固有値 λの重複度という. いま, ラプラシアンは正値となる
ように定めたから, 固有値は非負である. また, 固有値 0に対応する固有関数たちは定数関数たちで,

M は連結なので, その重複度は 1 である. 0 = λ0(g) < λ1(g) < λ2(g) < · · · < λl(g) < · · · → ∞
を ∆M

g の固有値とする. 任意の l に対し, λl(g)Vol(M, g)2/n はスケール不変な量である. すなわち,

g 7→ cg (c > 0) という変換について不変な量である. M が閉曲面, すなわち n = 2 のときには,

Vol(M, g)2/n を Area(M, g)と書くことにする.

∗ E-mail:m19032e@math.nagoya-u.ac.jp



1.2 歴史的背景
この小節では, λ1(g)Vol(M, g)2/n に関する研究の歴史について述べる. 1970 年, Hersch [6] は 2

次元球面 S2 に対し, λ1(g)Area(S
2, g)は g が標準計量（の正の定数倍）のときに最大値 8π をとり,

また最大値を実現するのは g が標準計量（の正の定数倍）のときのみであることを示した. この結果
を背景として, Berger [2]は次の問いを立てた:

問 1.1 ([2]). 連結な n次元閉多様体M に対し,

Λ1(M) := sup
g
λ1(g)Vol(M, g)2/n

は有限か?

言い換えれば, M 上の体積一定のリーマン計量全体の上の汎関数 λ1 の上限は有限か, という問題
である. この問題は現在では完全に解決されている. この問題に対する解答は M が 2 次元のとき
と 3 次元以上のときで大きく異なる. まず, M が 2 次元のとき, すなわち M が閉曲面の場合につ
いて述べる. 1980 年, Yang と Yau [12] はM が種数 γ の向き付け可能閉曲面であるとき, Λ1(M)

が 8πb(γ + 3)/2c以下であることを示した. ただし, この評価はシャープではないため, 最大値を具
体的に求めることは各種数ごとに別個に考えなければいけない問題である. (話が主題から逸れる
ので詳しく述べないが, 現在は γ が 2 以下の場合には Λ1(M) の最大値が求まっている.） 2016 年,

Karpukhinが向き付け不可能な閉曲面に対して, Yangと Yauの結果を拡張し, Λ1(M)がM の位相
的不変量に依存する定数で上から抑えることができることを示した. 以上より, M が閉曲面の場合に
は, Bergerの上の問いは肯定的に解決されている.

一方で, M が 3 次元以上のときには, 上の問いは否定的に解決されている. 1979 年, 浦川肇*1

[11] は 3 次元コンパクトリー群 SU(2) 上のあるリーマン計量の 1 パラメータ族 (ht)t>0 に対し,

λ1(ht)Vol(SU(2), ht)
2/3 を具体的に計算し, この量が t→ 0のとき 0に収束し, t→ ∞のとき, ∞に

発散することを示した. SU(2)は 3次元球面と自然に同一視できる. 浦川のこの仕事の直後, 丹野修
吉はその仕事を奇数次元球面に一般化した. 丹野は Hopfファイブレーション S1 → S2n+1 → CPn

を考え, S2n+1 が正則な佐々木構造を持つことに着目した. 丹野は S2n+1 上のあるリーマン計量の 1

パラメータ族 (ht)t>0 に対し, λ1(ht)Vol(S
2n+1, ht)

2/(2n+1) を具体的に計算し, この量が t→ 0のと
き 0に収束し, t→ ∞のとき, ∞に発散することを示した. さらに, 丹野の仕事の直後に武藤秀夫 [8]

は丹野の結果を 3次元以上の任意の次元の球面に一般化した. これらの研究をもとにして, 1994年に
Colboisと Dodziuk [4] は, 3次元以上の任意の連結な閉多様体M に対し, あるM 上のリーマン計
量の 1 パラメータ族 (kt)t>0 が存在して, t → ∞ のとき, λ1(kt)Vol(M,kt)

2/n が発散することを示
した. とくに, Bergerの上の問は 3次元以上の任意の多様体に対して否定的に解決された.

*1 この小論では敬称を省略する.



2 主結果
この節では筆者による主結果について述べる. 主結果はリーマン沈め込みに関するものなので, ま
ずは準備としてリーマン沈め込みについて述べる.

2.1 準備: リーマン沈め込み
(M, g), (B, j) を連結な閉リーマン多様体で, それぞれの次元を n, p とする. π : (M, g) →

(B, j) がリーマン沈め込みであるとは, π : M → B が沈め込みで, 各 m ∈ M において dπm :

(HmM, gm) → (Tπ(m)B, jπ(m)) が内積空間の間の内積を保つ線型同型写像であることをいう. た
だし, ここで HmM とは, VmM := Ker(dπm) の TmM における gm に関する直交補空間である.

HmM をmにおける水平空間, VmM をmにおける垂直空間という. 各m ∈ M に対し, π(m) ∈ B

におけるファイバー π−1(π(m))を Fπ(m) と書く. 各ファイバー Fπ(m) はM の (n− p)次元部分多
様体である. ι : Fπm

↪→M を包含写像とする. 各ファイバー Fπ(m) が全測地的であるとは, 部分多様
体 Fπ(m) の (M, g) における第二基本形式がいたるところ 0 であることをいう. 1960 年, Hermann

[5]は, 各ファイバーが全測地的であるようなリーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)について, その
ファイバーたちは互いに等長的（つまりリーマン多様体として同型）であることを示した.

2.2 Bérard-Bergeryと Bourguignonによる先行研究
筆者による主結果は, 1982年の Bérard-Bergeryと Bourguignonの論文 [1]の後続の研究である.

まず彼らの論文が先述の Colboisと Dodziukによる研究 [4]の前のものであることに注意されたい.

Bérard-Bergeryと Bourguignonが [1]において示したことを一言で要約すると, 彼らは前節におい
て述べた, Hopf ファイブレーションに着目した丹野修吉の研究を部分的に一般化した. 以下では,

Bérard-Bergeryと Bourguignonの仕事をより詳しく述べる.

(M, g), (B, j)を連結な閉リーマン多様体で, それぞれの次元を n, pとする. π : (M, g) → (B, j)

をリーマン沈め込みとする. Bérard-Bergeryと Bourguignonは垂直ラプラシアン ∆v と水平ラプラ
シアン ∆h を次のように定めた: f ∈ C∞(M)に対し, ∆vf , ∆hf をそれぞれ

(∆vf)(m) := ∆Fπ(m)(f ↾Fπ(m)
)(m),

∆hf := ∆M
g f −∆vf,

により定める. ここで, ∆Fπ(m) はリーマン多様体 (Fπ(m), ι
∗g)のラプラシアンである. 垂直ラプラシ

アンと水平ラプラシアンは L2(M, g) における正値な形式的随伴作用素である. Bérard-Bergery と
Bourguignonたち自身が述べていることであるが, 垂直ラプラシアンも水平ラプラシアンも楕円型作
用素ではないから, これらの名前はかなりミスリーディングである. また, 垂直ラプラシアンのスペク
トラムは離散的であるが, 水平ラプラシアンのスペクトラムは離散的とは限らない. Bérard-Bergery

と Bourguignonは, リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)に関する g の標準的変分 (gt)t>0 を定義
した:



定義 2.1. π : (M, g) → (B, j)をリーマン沈め込みとする. 各 t > 0に対し, 次の 3条件をみたすM

上のリーマン計量 gt が一意的に定まる:

1. gt ↾VmM×HmM= 0.

2. gt ↾HmM×HmM= g ↾HmM×HmM .

3. gt ↾VmM×VmM= t2g ↾VmM×VmM .

リーマン計量の 1パラメータ族 (gt)t>0 をリーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)に関する g の標準
的変分という.

上の定義において, 明らかに g1 = g である. また, Vol(M, gt) = tn−pVol(M, g) が成り立つこと
がわかる. さらに, リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)の各ファイバーが全測地的なとき, 任意の
t > 0に対し, π : (M, gt) → (B, j)も各ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みとなることが容易
にわかる. リーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)の各ファイバーが全測地的なとき, (M, gt)上のラ
プラシアン ∆M

gt に関して, Bérard-Bergeryと Bourguignonは次の公式を示した:

∆M
gt = t−2∆v +∆h = t−2∆M

g + (1− t−2)∆h. (2.1)

とくに, ∆M
gt は与えられたリーマン沈め込み π : (M, g) → (B, j)に関する作用素 ∆M

g , ∆v, ∆h のみ
によって表せる. 標準的変分 (gt)t>0 に関して,

Λ1(M, t) := λ1(gt)Vol(M, gt)
2/n

とおく. Bérard-Bergeryと Bourguignonは次を示した:

定理 2.2 ([1]). (M, g), (B, j) を連結な閉リーマン多様体で, それぞれの次元を n, p とする.

π : (M, g) → (B, j) を各ファイバーが連結かつ全測地的なリーマン沈め込みとする. このとき,

limt→0 Λ1(M, t) = 0が成り立つ.

この結果は先述の丹野修吉の結果の部分的な一般化とみなせる. 丹野が原論文 [10] において考
察した S2n+1 上のリーマン計量の 1 パラメータ族は標準的変分とわずかに異なるが, 本質的には同
じもので, 丹野による結果はすぐに標準的変分に関するものに書き換えることができる. 丹野の論
文 [10] によれば, Hopf ファイブレーション S1 → S2n+1 → CPn に関する, 標準計量 g の標準的
変分 (gt)t>0 について, Λ1(S

2n+1, t) = min{2n + t−2, 4(n + 1)}t1/(2n+1)Vol(S2n+1, g)1/(2n+1) を
得る. このことからとくに, limt→0 Λ1(S

2n+1, t) = 0 が成り立つので, 定理 2.2 は丹野の結果の定
性的な一般化になっている. しかしながら, t → ∞ のときはどうだろうか? 丹野の結果によれば,

limt→∞ Λ1(S
2n+1, t) = ∞ が成り立つが, これは Hopf ファイブレーションだけでなく一般の, 各

ファイバーが全測地的なリーマン沈め込みの場合にも成り立つだろうか? この問は前節で述べた
Berger の問の観点から重要であるが, Bérard-Bergery と Bourguignon が与えた十分条件は実用性
に乏しく, 満足のいくものとは程遠い. 筆者の主結果はこの問に答えるものである.

2.3 主結果と例
前小節の最後に述べた問題を動機として, 筆者は [9]において次を示した:



定理 2.3 ([9]). (M, g), (B, j) を連結な閉リーマン多様体で, それぞれの次元を n, p とする.

π : (M, g) → (B, j)を各ファイバーが連結かつ全測地的なリーマン沈め込みとする.

RicM ≥ c̃g

をみたす c̃ > 0が存在すると仮定する. ここで, RicM は (M, g)のリッチテンソルである. p ≤ n− 2

の場合は, さらに任意の y ∈ B に対して,

RicFy = c(ι∗g)

となる 0 ≤ c < c̃が存在すると仮定する. このとき,

lim
t→∞

Λ1(M, t) = ∞

が成り立つ.

この結果から, とくに Hopf ファイブレーション S1 → S2n+1 → CPn に関して,

limt→∞ Λ1(S
2n+1, t) = ∞ がいえ, 丹野の結果の定性的な一般化になっている. 上の主結果

は非常に多くの例に適用できるため, そのすべてを挙げることはできない. 詳しくは [9] を参照され
たい. 今までは古典的な研究の話ばかりであったので, 最近の研究との関連がわかる例を 1つ挙げる.

例 2.4. CP 1 → CP 2n+1 → HPn は各ファイバーが連結かつ全測地的なリーマン沈め込みで
ある. ここで, どの射影空間にも標準的な計量が入っているものとする. とくに, CP 2n+1 上の
標準計量である Fubini–Study 計量を gFS と書く. 2022 年, Bettiol, Lauret と Piccione [3] は
λ1(CP

2n+1, gt) = min{8n + 8t−2, 8(n + 1)}, したがってとくに Λ1(CP
2n+1, gt) = min{8n +

8t−2, 8(n+ 1)}t2/(2n+1)Vol(CP 2n+1, gFS)
2/(2n+1) であることを示した. とくに,

lim
t→0

Λ1(CP
2n+1, t) = 0 and lim

t→∞
Λ1(CP

2n+1, t) = ∞ (2.2)

がいえる. 一方, このリーマン沈め込みは主結果 2.3 の仮定をみたす. したがって, 定理 2.2 と定理
2.3より, 直ちに (2.2)が従う.

実は, 上のリーマン沈め込みは, 正のスカラー曲率をもつ四元数ケーラー多様体のツイスターファ
イブレーションの典型例である. ツイスターファイブレーションの全空間 (ツイスター空間と呼ばれ
る)は, (CP 2n+1 がそうであるように)ケーラーアインシュタイン計量を許容し, しかもリーマン沈
め込みの各ファイバーは全測地的となる. ツイスター空間 Z のラプラシアンの最小正固有値を求め
ることは, 上の例 CP 1 → CP 2n+1 → HPn を除けば, 極めて困難であると認識されているが, 定理
2.2と定理 2.3より,

lim
t→0

Λ1(Z, t) = 0 and lim
t→∞

Λ1(Z, t) = ∞

であることはわかる. この意味で, 筆者による主結果 2.3は知られていることの定性的一般化にとど
まらず, 固有値問題に新しい事実をもたらすものである.

最後に, 主結果 2.3の曲率に関する仮定は除くことができないことを例を通して確認する.



例 2.5. 標準計量 g = 〈·, ·〉を備えた平坦トーラス Tn := Rn/Zn (n ≥ 2)を考える. (x1, . . . , xn)を
Tn 上の標準的な座標とする. 標準的な射影

π : Tn → Tn−1, (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1).

を考える. 明らかに, π は各ファイバーが連結かつ全測地的なリーマン沈め込みである. しかしなが
ら, このリーマン沈め込みは 2.3の曲率に関する仮定をみたさない. 各 1 ≤ i ≤ nに対し, ∂i :=

∂
∂xi

とおく. このとき,

∆Tn

= −
n∑

i=1

∂2i , ∆v = −∂2n, ∆h = −
n−1∑
i=1

∂2i .

が成り立つ.
Spec(∆Tn

) = {4π2|y|2 | y ∈ Zn}

であることが知られている. また, 各 y,−y ∈ Zn に対し, 対応する固有関数空間は span{ϕy(x) :=

cos(2π〈x, y〉), ψy(x) := sin(2π〈x, y〉)} であることが知られている. {ei}ni=1 を Rn の標準基底
とする. (2.1) より, t > 1 に対して, λ1(gt) = 4π2t−2 が成り立ち, 対応する固有関数空間は
span{ϕen(x) = cos(2πxn), ψen(x) = sin(2πxn)}であることがわかる. ゆえに,

Λ1(T
n, t) = λ1(gt)Vol(T

n, gt)
2/n = 4π2t2(1−n)/n → 0 (t→ ∞)

となる.
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